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三角関数の因数分解 2016 年度 理工学部 数学科 模擬講義

1. 多項式 f(x) = x3 − 2x2 − 5x+ 6 は x = 1, −2, 3 の 3 つの値で 0 になる. このことから

f(x) = c(x− 1)(x+ 2)(x− 3)

と因数分解される. x = 0 としてみると c = 1.

2. もう 1 つ. g(x) = x3 − 4x2 + 5x− 2 については x = 1 と x = 2 の 2 つの値でしか 0 にな
らない. しかし g(x)÷ (x− 1) = x2 − 3x+ 2 は x = 1 で 0 になるので, g(x) = (x− 1)(x− 2)

がわかり, f(x) = (x− 1)2(x− 2) がわかる. この様に重根の場合に要注意！

3. さて表題の三角関数というのは sinx のこと. 関数 sinx が 0 になるのは丁度
x = nπ ( n = · · ·, −2, −1, 0, 1, 2, 3, · · · )

のときで, lim
x→nπ

sinx

x− nπ
= lim

t→0

sin(x+ nπ)

t
= ±1 ̸= 0 などから, どれも重根ではない. そこで,

sinx = cx(x− π)(x+ π)(x− 2π)(x+ 2π)(x− 3π)(x+ 3π) · · ·

とならないかと想像を逞しくしてみる. しかし,

sinx

x
= c(x− π)(x+ π)(x− 2π)(x+ 2π)(x− 3π)(x+ 3π) · · · (c ̸= 0)

と書き直してみて x → 0 としてみる（代入できないので極限値で代用する）と左辺は 1 に近
付き, 右辺（の絶対値）は c ̸= 0 だと発散するので, うまく行かない.

4. それなら c を「小まめに調整」してはどうか. つまり各因子が x = 0 で左辺の極限値 1 に
なる様にして

sinx

x
= c′

(
1− x

π

)(
1 +

x

π

)(
1− x

2π

)(
1 +

x

2π

)(
1− x

3π

)(
1 +

x

3π

)
· · · (c′ ̸= 0)

と書いてみれば c′ = 1 がわかる（ 極限 x → 0 による ）. 結局

公式 : sinx の因数分解

sinx = · · ·
(
1− x

3π

)(
1− x

2π

)(
1− x

π

)
x
(
1 +

x

π

)(
1 +

x

2π

)(
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3π

)
· · ·

= x
(
1− x2

π2

)(
1− x2

22π2

)(
1− x2

32π2

)
· · · .

を得る. 以上の推論は厳密な証明ではない！ でも, これを数値計算して実験してみると
（ ただし, 右辺は

(
1− x2

20000002π2

)
まで計算 ）

x sinx 右辺

π

6

1

2
= 0.5 0.50000000694 · · ·

π

4

1√
2
= 0.7071067 · · · 0.7071068 · · ·

−π

3
−
√
3

2
= −0.2955202 · · · −0.2955203 · · ·

1



5. 最後に, 得られた公式の展開もしてみよう. まず

f(x) = a+ bx+ cx2 + dx3 + · · · のとき
f(0) = a, f ′(0) = b, f ′′(0) = 2c, f ′′′(0) = 6 d, · · ·

となる. 気楽にこれと同じ様に考えて,

sinx (sinx)′ = cos x (sinx)′′ = − sinx (sinx)′′′ = − cosx

x = 0 0 1 0 −1

であることから,

sinx = 0 + 1x+
0

2
x2 +

−1

6
x3 + · · · = x− 1

6
x3 + · · · .

一方, 右辺は
sinx = x

(
1− x2

π2

)(
1− x2

22π2

)(
1− x2

32π3

)
· · ·

= x
(
1−

( ∞∑
n=1

1

n2π2

)
x2 + · · ·

)
= x−

( ∞∑
n=1

1

n2π2

)
x3 + · · · .

と書けるので, x3 の係数を比較して

−1

6
= −

∞∑
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1

n2π2
.

∴
∞∑
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1

n2
=

π2

6
.

この左辺の級数は
∞∑
n=1

1

n(n+ 1)
=

∞∑
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− 1

n+ 1

)
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1
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)
+ · · · = 1

と似ているが, この方法では求められない無限級数である.

◎ 三角関数も多項式と同じ様に扱ってよさそうである（無限というものを怖がらなくてよい）.
数学は「心が広く」「寛容で」「器が大きい」と感じていただけたら光栄である.

大西 良博
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三角形のいろいろな不思議
名城大学オープンキャンパスにようこそ

2019年 8月 4日
名城大学 理工学部 数学科 小沢哲也

子供の頃の些細な経験で数学に嫌気がさしてしまうのは,

本当に残念なことだ.
H. ラドマッヒャー

美しい和音を楽しむ心と同じように数学を称賛する心を
持っている人は多い. 音楽にワクワクする人と同じくらい数
学にワクワクする人がいるんじゃないか.

G. H. ハーディー

1. メネラウスの定理の言い換え 三角形の各頂点 A, B, C に相異なる 3つの正の数 a, b, c を与え, 辺
ABを a : b に外分する点を P, 辺 BCを b : c に外分する点を Q, 辺 CAを c : a に外分する点を Rと
する. このとき, 3点 P, Q, Rは 1直線上にある.
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図 1 メネラウスの定理

2. 内接円と傍接円 三角形の内接円の半径を r, 3つの傍接円の半径をそれぞれ r1, r2, r3 とするとき,
1

r
=

1

r1
+

1

r2
+

1

r3
が成り立つ.

r1

r2

r3
r

図 2 内接円と傍接円



3. フェルマの問題 三角形 ABCはどの内角も 120度より小さいものとする. このとき, 三角形内の点
Pで, AP＋ BP＋ CPが最小になるものを作図せよ. (作図とは, コンパスと定規を使って図形を描く
ことを言います.)

4. ナポレオンの定理 三角形の各辺を 1辺にもつ 3つの正三角形をそれぞれもとの三角形の外に描き,

それらの正三角形の重心を P, Q, Rとする. このとき, 三角形 PQRは正三角形である.

5. ビリヤード 鋭角三角形内でビリヤードの玉が周期的な軌跡を描くようにするにはどのように玉を
突けば良いかを考えよ.

図 3 フェルマの問題 (左), ナポレオンの定理 (中) と ビリヤード (右)

6. 球面三角形 球面上で内角の和が 190度になるような三角形を探せ.

図 4 球面の三角形

7. 非ユークリッド幾何 内角の和が 170度の三角形が存在するような世界を見つけよ.

うちわの問題 1. 直角二等辺三角形を 8個以下の鋭角三角形に分割せよ.

うちわの問題 2. 正方形を 10個以下の鋭角三角形に分割せよ.

● 数学科オープンラボでは, この答えの解説もやっています. また, 三角形の不思議に関連した工作も
体験できます! 気になる君は, 今すぐ数学科オープンラボへ GO !



素因数分解とその一般化

許斐 豊

名城大学理工学部数学科

2020年 8月 31日

許斐 豊 素因数分解とその一般化



整数論って？

整数論は, 「素数とは何か？」を問うことが多い分野.

0,±1,±2,±3, · · · ばかりではなく, 代数, 幾何, 解析などの様々
な道具を扱う!

素数の例

2, 3, 5, 7, 11, · · · が素数.

1, 4, 6, 8, 9, 10, · · · は素数ではない.

−2,−3,−5, · · · は整数全体の集合で「素数」といって良い.

素数の定義

正の整数 pが次の 2つの条件
1 p ̸= 1.

2 pは真の約数を持たない.

を満たす時に素数という.

許斐 豊 素因数分解とその一般化



なんで素数が大事なの？

定理 (素因数分解の一意性)

2以上の整数mは異なる素数 piと正の整数 eiで

m = pe1
1 pe2

2 · · · pek
k

と一意的に書きあわらせる.

素因数分解の例

60 = 22 · 3 · 5で, 本質的にこれ以外の素因数分解はない.

2の素因数分解は 2, 素数 pの素因数分解は p

整数は掛け算で分解すると, 素数が根源になっている.
→ 物質を分解すると原子が根源になるのに似ている.

足し算で分解すると, 1 = 1, 2 = 1+1, 3 = 1+1+1, · · ·
→ 1が根源. (巡回群という概念に拡張される)

許斐 豊 素因数分解とその一般化



素数って知り尽くされているんじゃない？

問題: 次の数は素数か？
1 57

2 1111111111111111111

3 6864797660130609714981900799081393217269435300143305
4093944634591855431833976560521225596406614545549772
96311391480858037121987999716643812574028291115057151

4 3646154850295011369707131011438711095400799139943170
4908725856286835490343625520659558095895146114702412
9894416770392933752888490885711614193520646632973108
7514964112054543019336536216107629523597606330154669
1960641441824727395569745024624024389031158457256309
4642894376854071409826472706802673042403357882788691
6761701429264950573899186177

許斐 豊 素因数分解とその一般化



計算代数ソフト Sage

Sage は薬草の「セージ」と同じ発音, 「さげ」ではない!

Magma, Maple, Mathematica, MATLABなどの有償のソフト
の代替えを目的として, William Stein 氏を中心に 2004年か
ら開発が始まる.

→ Sageはオープンソースで, 何をしているかがわかる!

Windows, Mac, Linux 等のOSで使える.

Sage Math Cell というクラウド版もあり, スマホで使える.
https://sagecell.sagemath.org/

次を入力すると素数かどうかをわかる: is_prime(57)

次を入力すると 57を素因数分解してくれる: factor(57)

許斐 豊 素因数分解とその一般化

https://sagecell.sagemath.org/


問題の解答

次の数は素数か？の解答
1 素数ではないが, グロタンディーク素数と呼ばれる.

2 素数.

3 2521 − 1で, メルセンヌ素数と呼ばれる.

4 メルセンヌ素数の積 (2521 − 1) · (2607 − 1).

「大きい数が素数であるか」の判定は計算機を使っても大変.
→ 257885161 − 1が素数かどうかを計算機でやってみると...

「大きい数を素因数分解する」のは計算機を使用しても現実
的ではない!
→ 実はこの「素因数分解が簡単には出来ない」という性質
は, 暗号に使われている.

許斐 豊 素因数分解とその一般化



ちょっと横道 (その 1)

次の「黒で書かれた数」と「青で書かれた数」は同じ数？

それとも違う数？

許斐 豊 素因数分解とその一般化



ちょっと横道 (その 1, 黒で書かれた数)

141592653589793238462643383279502884197169399375105820974944
592307816406286208998628034825342117067982148086513282306647
093844609550582231725359408128481117450284102701938521105559
644622948954930381964428810975665933446128475648233786783165
271201909145648566923460348610454326648213393607260249141273
724587006606315588174881520920962829254091715364367892590360
011330530548820466521384146951941511609433057270365759591953
092186117381932611793105118548074462379962749567351885752724
891227938183011949129833673362440656643086021394946395224737
190702179860943702770539217176293176752384674818467669405132
000568127145263560827785771342757789609173637178721468440901
224953430146549585371050792279689258923542019956112129021960
864034418159813629774771309960518707211349999998372978049951
059731732816096318595024459455346908302642522308253344685035
261931188171010003137838752886587533208381420617177669147303
598253490428755468731159562863882353787593751957781857780532
171226806613001927876611195909216420198938095257201065485863

許斐 豊 素因数分解とその一般化



ちょっと横道 (その 1, 青で書かれた数)

141592653589793238462643383279502884197169399375105820974944
592307816406286208998628034825342117067982148086513282306647
093844609550582231725359408128481117450284102701938521105559
644622948954930381964428810975665933446128475648233786783165
271201909145648566923460348610454326648213393607260249141273
724587006606315588174881520920962829254091715364367892590360
011330530548820466521384146951941511609433057270365759591953
092186117381932611793105118548074462379962749567351885752724
891227938183011949129833673362440656643086021394946395224737
190702179860943702770539217176293176752384674818467669405132
000568127145263560827785771342757789609173637178721468440901
224953430146549585371050792279689258923542019956112129021960
864034418159813629774771309960518707211349999998372978049951
059731732816096318595024459455346908302642522308253344685035
261931188171010003137838752886587533208381420617177669147303
598253490428755468731159562863882353787593751957787857780532
171226806613001927876611195909216420198938095257201065485863

許斐 豊 素因数分解とその一般化



ちょっと横道 (その 1), 言いたかったこと

「2つの自然数が同じかどうか」ですら, 簡単には認識出来ない！

許斐 豊 素因数分解とその一般化



ちょっと横道 (その 2), 数学って役に立つの？

役に立つ立たないよりは, 「数って不思議だよね」とか「面
白いよね」という初期衝動のほうが大事, と思うこともある.

実際に役立ってます, と思うこともある.

→Deep Learning, 金融工学, DNAの解析, タンパク質の分析等.

「どう役立てるか」を教えることが全く出来てない, と思う
こともある.

許斐 豊 素因数分解とその一般化



お馴染みの因数分解

整式の分解
1 X2 − 4 = (X − 2)(X + 2).

2
√
2は有理数ではなく, X2 − 2 = (X −

√
2)(X +

√
2).

3 中学ではX2 + 1は因数分解出来ないと言われた.

4 高校で i2 = −1を満たす実数ではない数 iがあると言われ,
X2 + 1 = (X + i)(X − i).

5 X3 − 1 = (X − 1)(X2 + X + 1).

6 X3 − 1 = (X − 1)(X − −1+
√

−3
2

)(X − −1−
√

−3
2

).

→ 実はこれらは素因数分解の一種！

許斐 豊 素因数分解とその一般化



状況整理のための記号の導入

整数全体の集合を Zで書く.

正式な表記ではないが Z = {0,±1,±2,±3 · · · }.

有理数全体の集合をQで書く, 例えば 1
2
∈ Q,

√
2 /∈ Q.

正式な表記ではないがQ = {0,±1
1
, · · · ± 22

7
, · · · }.

実数全体の集合を Rで書く, 例えば
√
2 ∈ R, π ∈ R.

iを i2 = −1を満たす数とし, C = {a + bi | a, b ∈ R}
で定め, 複素数全体の集合という.

変数X の有理数係数の多項式全体の集合をQ[X] で書く.

→ X2 − 2 ∈ Q[X] だがX +
√
2 /∈ Q[X]

同様に R[X]と C[X] を定義すると,

Q[X] ⊂ R[X] ⊂ C[X].

許斐 豊 素因数分解とその一般化



複素数についての補足

先程の iは純虚数と呼ばれ, iのかわりに
√
−1で書くことも.

全ての実数 aは a2 ≥ 0となるので, iは実数ではない.

iを含む計算は
√
2の計算とほぼ同じ.

ただし iを含む数は, 不等号の関係は壊れてしまう！

複素数は, xy-平面の点に変な掛け算をいれれば構成可能！

余談になるけど...

1 ∅を 0, 0 ∪ {0} = {∅}を 1, 1 ∪ {1} = {0, 1} = {∅, {∅}}
を 2, 2 ∪ {2} = {0, 1, 2} = {∅, {∅}, {∅, {∅}}} を 3, · · ·
とすることで自然数全体の集合 Nが構成出来る.

2 直積集合 N × Nにうまく同値関係を入れると Zが作れる.

3 Z × (Z \ {0})にうまく同値関係を入れるとQが作れる.

4 有理数列でコーシー列となるもの全体に, うまく同値関係を
入れると Rが作れる.

許斐 豊 素因数分解とその一般化



因数分解再考

1 X2 − 4 = (X − 2)(X + 2) はQ[X] において,

X − 2とX + 2は「素数」, X2 − 4は「素数でない」.

2 X2 − 2 = (X −
√
2)(X +

√
2) は R[X]では正しい分解.

しかし,
√
2 /∈ QなのでQ[X]ではこの分解は出来ない.

→ X2 − 2はQ[X]では「素数」.

3 X2 + 1はQ[X]でも R[X]でも「素数」.

4 ところがX2 + 1は C[X]では「素数」ではなく,

X2 + 1 = (X + i)(X − i)と「素因数分解」される.

5 X3 − 1 = (X − 1)(X2 + X + 1)は,
Q[X]や R[X]においては「素因数分解」を意味する.

6 C[X]でのX3 − 1の「素因数分解」は,

X3 − 1 = (X − 1)(X − −1+
√

−3
2

)(X − −1−
√

−3
2

).

許斐 豊 素因数分解とその一般化



2, 3, 5, 7, · · · は整数を含む集合で素数？

Z ⊂ Qだが, 5 = 3 ·
5

3
= 4 ·

5

4
となり, Qでは 5の「約数」

がいくらでもあり, 素数っぽくなくなる.

→ Qでは 2, 3, 5, 7, · · · は全て「素数」ではなくなる.

Z[i] = {a + bi | a, b ∈ Z} をガウスの整数環という.

Z ⊂ Z[i] ⊂ Cであり, この Z[i]では良い感じになる.

定理 (ガウス整数環Z[i]での素数の分解)

1 2 = (1 − i)(1 + i)より, Z[i]で 2は「素数」ではない.

2 Z[i]で 3は「素数」.

3 5 = (1 − 2i)(1 + 2i)より, Z[i]で 5は「素数」ではない.

4 Zの素数 pが Z[i]でも「素数」⇐⇒ p ≡ 3 (mod 4).

5 Z[i]は「素因数分解の一意性」が成り立つ.

許斐 豊 素因数分解とその一般化



Z[i]の既約元とは

正の整数 pが, (任意の)整数 a, bについて

p = ab ⇒ a = ±1 または b = ±1

を満たすというのが素数の定義だった.

定義 (既約元)

p ∈ Z[i]が, 任意のα, β ∈ Z[i]について

p = αβ ⇒ α ∈ {±1,±i} または β ∈ {±1,±i}

を満たす時, pを Z[i]の既約元という.

許斐 豊 素因数分解とその一般化



3が Z[i]で既約元となることの証明

1 整数 a, b, c, dで, 3 = (a + bi)(c + di)と書けたとする.

2 上の式の複素共役を考えると, 3 = (a − bi)(c − di).

3 この２つをかけると 9 = (a2 + b2)(c2 + d2).

4 従って a2 + b2 = 1, 3, 9のいずれか.

a2 + b2 = 1なら (a, b) = (±1, 0), (0,±1)となり

a + bi ∈ {±1,±i}.
a2 + b2 = 3となる整数 a, bはないのでこれは起こらない.

a2 + b2 = 9なら (a, b) = (±3, 0), (0,±3)となり

c + di ∈ {±1,±i}.
5 a + bi ∈ {±1,±i} または c + di ∈ {±1,±i}がいえた.

実は Sageで次を入力するとすぐにわかってしまう:
K.<I>=NumberField(x^2+1)

view(K.factor(3))

許斐 豊 素因数分解とその一般化



既約元による分解が一意的では無い環

Z[
√
−5] = {a + b

√
−5 | a, b ∈ Z}とする.

実は Z[
√
−5]では「素因数分解の一意性」が成立しない！

定理

Z[
√
−5]は一意分解整域ではない.

1 6 = 2 · 3 = (1 +
√
−5)(1 −

√
−5)という分解を考える.

2 前のページと同様に, 2, 3, 1 +
√
−5, 1 −

√
−5の 4つは

Z[
√
−5]の既約元となることがわかる.

3 よつて分解が一意的ではない.
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なんで「素因数分解の一意性」が大事なの？

フェルマーの大定理

自然数 n ≥ 3について, xn + yn = zn を満たす正の整数
x, y, zは存在しない.

ラメが 1847に「フェルマーの大定理を解いた」と言い出した.

その証明で Z[ζp]の素因数分解の一意性を使ってしまった.

(ここで, pは素数, ζp = cos 2π
p

+ i sin 2π
p
.)

クンマーがラメの同僚リュービルに, 一般には素因数分解の
一意性が成立しないことを手紙で伝えた.

その後, クンマーは素因数分解の一意性が成立しないような
代数体の整数環でも, イデアルについては素イデアル分解の
一意性が成り立つことを示し, 代数的整数論の基礎を作った.

※ Z[ζp] が素元分解整域の場合 (実はこの条件は弱めれる)には,

xp + yp = zpに正の整数解がないことが示せる.
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数学って役に立つの？

1 役に立つ立たないよりは, 「数って不思議だよね」とか「面
白いよね」という初期衝動のほうが大事, と思うこともある.

2 実際に役立ってます, と思うこともある.

→機械学習, 金融工学, DNAの解析, タンパク質の分析等.

3 「どう役立てるか」を教えることが全く出来てない, と思う
こともある.
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本日の主題

数学と機械学習
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機械学習による手書き数字の識別

次の写真は, 参考文献 [1] を元に, 0 ∼ 9の手書き数字をコン
ピューターで自動識別させたもの:
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仕組み

1 0 ∼ 9の数字と正解が書かれた「教師データ」xtを準備.

2 「画像データ」を入力する変数 x, 「重み」と呼ばれる変数
wを持つ数字を予想する関数 Pred(w, x)を構成する.

3 Pred(w, x)を元に, 「正解からどれくらい離れているか」
を出力する損失関数L(w, x)を構成する.

→ L(w, x)は値が小さい程「正解に近い」.

4 重みの初期値w0を「適切に」定める.

5 「教師データ」を xに代入し, L(w0, xt) の値が小さくなる
ように重みw0の値を自動で変更する.

6 上の操作を n回繰り返したときに得られる重みwnと手書き
数字の画像データ xhを入力したPred(wn, xh) の値が機械
が判断した数字.
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仕組み (補足)

1 教師データについて: (参考文献 [3])

2 数字を予想する関数の雰囲気:
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「予想する関数」と「損失関数」について

e = 2.718 · · · とし, 次の関数を合成する.

1 y = w1x1 + w2x2 + b = (x1 x2)

(
w1

w2

)
+ b

2 ランプ (ReLU)関数: f(x) =

{
x (x > 0)
0 (x ≤ 0)

3 ソフトマックス関数: yk =
exk

ex0 + · · · + ex9

4 交差エントロピー誤差: E = −
∑
k

tk log(yk), tk ∈ {0, 1}
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合成した関数の意味合い

最初の 2つの関数の合成:

「数字を予想する関数」の中身の部品:

許斐 豊 大学の数学と機械学習



どうやって自動でwの値を自動更新するの？

微分 (接線, 接平面)を利用した「勾配降下法」を使う！
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Python3 で実際に計算してみた

左: 先程の説明の Python3 によるプログラム.

右: プログラムの実行結果.
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計算の効率化について

1 誤差逆伝播法: 微分の公式
dz

dx
=

dz

dy
·
dy

dx
を利用.

2 まとめて計算するために行列を利用.

連立方程式

{
3x + y = 1

5x + 2y = 3
の解は

(
x
y

)
=

(
−1
4

)
.

この連立方程式を大学 1年で習う行列を使い表示してみる:(
3 1
5 2

)(
x
y

)
=

(
1
3

)
逆行列を用いてこの連立方程式の解を求めてみる:(

x
y

)
=

(
3 1
5 2

)−1 (
1
3

)
=

1

1

(
2 −1
−5 3

)(
1
3

)
=

(
−1
4

)
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まとめ

1 純粋数学ではないけど, 機械学習も面白いです！

2 良い意味でも悪い意味でも強い影響がでる分野だと思います.
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名城大学オープンキャンパス

模擬講義

数列についてのちょっとした話

名城大学　理工学部数学科
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まえがき



• 数を 1列に並べたものを数列といい, 数列の各数を項といい

ます.

• 数列を一般的に表すには, 1つの文字に項の番号を添えて

a1, a2, . . ., an, . . . (0.1)

のように書き, a1 のことをこの数列の初項 (第 1項), a2 のこ

とを第 2項, . . ., an のことを第 n項といいます.

• また, この数列を {an} とも書き表し, an のことを数列 {an}
の一般項といいます.
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基本的な数列� �
初項 a, 公差 d の等差数列

an = a + (n − 1)d� �� �
初項 a, 公比 r の等比数列

an = ar n−1� �
3



• この模擬講義では, 皆さんが高等学校で学んできた数列につい

ての幾つかの内容にちょっとだけ調味料を加えたお話をし

ます.

• 「数学Ｂ」や「数学 III」の教科書に書いてある内容だけで数列

の勉強が終わってしまうのはもったいないので, せっかくだか

らちょっと背伸びをしてみようというわけです.
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今回の話のメインテーマ� �
n∑

k=1

kp の世界をちょっとのぞいてみよう！

� �
最初と途中で少し脱線した話もしますが, 気を楽にして聞いてくだ

さい. ちょっと雰囲気の違う数学の話を体感してもらえれば嬉しく

思います. 受験勉強の役には立たないかもしれません. ごめんな

さい.
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. . . (てんてんてん) に気をつけよう！



次の問題を考えてみましょう.� �
次の数列 {an} に対して a10 を推定しなさい.

a1 = 2, a2 = 4, a3 = 6, . . .� �
次の ①, ②, ③, ④ の中で, どれが正解でしょうか？

① · · · 20

② · · · −788

11

③ · · · 1700

④ · · · 248

25
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答 全部正解！

一般項が次の式で与えられる数列 {an} に対して, a1, a2, a3 と a10

を計算してみると分かります.

① · · · an = 2n

② · · · an = − 2

11
n3 +

12

11
n2 +

12

11

③ · · · an =
1

3
n4 − 2n3 +

11

3
n2

④ · · · an = 12− 22

n
+

12

n2

正解がこのように複数現れる理由は, 問題文の中で a4 から先の項

が . . . (てんてんてん) と書かれていて, はっきりしていないことに

よります.
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• 皆さんの多くは ① の a10 = 20 が正解だと思ったのではない

でしょうか. もちろん, それはまっとうな考え方ですし, 上に

も書いたように正解です. また, 学校の試験問題や大学の入試

問題の解答としては申し分ありません.

• しかし, 柔軟な発想力を身につけるために, 1つの答が浮かん

だ後に, 余裕があれば他の答の可能性も考えてみるようにして

みてください.

• 世の中には, この問題文のようなはっきりしない記述でみなさ

んをひっかけようとする罠がいっぱいあります.

ちなみに, この問題に対しては, どんな数を答にしても正解となり

ます. (虚数でも OKです.)
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べき乗和について (その 1)



p を 0 または自然数として, 一般項 an が� �
an = np� �

で与えられる数列 {an} を考えてみましょう. この数列の初項から

第 n項までの和� �
n∑

k=1

ak =
n∑

k=1

kp = 1p + 2p + · · ·+ (n − 1)p + np

(2.1)� �
のことをべき乗和 (または累乗和) といったりします.

「数学Ｂ」の教科書には p = 0, 1, 2, 3 のときのべき乗和 (2.1) に

ついて, それが n を使ってどのように書き表されるかが述べられて

います. 復習してみましょう.
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p = 0 の場合:
n∑

k=1

k0 =
n∑

k=1

1 = n

p = 1 の場合:

n∑
k=1

k1 =
n∑

k=1

k =
1

2
n(n + 1) =

1

2
n2 +

1

2
n

p = 2 の場合:

n∑
k=1

k2 =
1

6
n(n + 1)(2n + 1) =

1

3
n3 +

1

2
n2 +

1

6
n

p = 3 の場合:

n∑
k=1

k3 =
1

4
n2(n + 1)2 =

1

4
n4 +

1

2
n3 +

1

4
n2
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p が 4以上のときは？
n∑

k=1

k4 =
1

30
n(n+1)(2n+1)(3n2+3n−1) =

1

5
n5+

1

2
n4+

1

3
n3− 1

30
n

n∑
k=1

k5 =
1

12
n2(n + 1)2(2n2+2n− 1) =

1

6
n6+

1

2
n5+

5

12
n4− 1

12
n2

n∑
k=1

k6 =
1

42
n(n + 1)(2n + 1)(3n4 + 6n3 − 3n + 1)

=
1

7
n7 +

1

2
n6 +

1

2
n5 − 1

6
n3 +

1

42
n

n∑
k=1

k7 =
1

24
n2(n + 1)2(3n4 + 6n3 − n2 − 4n + 2)

=
1

8
n8 +

1

2
n7 +

7

12
n6 − 7

24
n4 +

1

12
n2
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n∑
k=1

k8 =
1

90
n(n+1)(2n+1)(5n6+15n5+5n4−15n3−n2+9n−3)

=
1

9
n9 +

1

2
n8 +

2

3
n7 − 7

15
n5 +

2

9
n3 − 1

30
n

n∑
k=1

k9 =
1

20
n2(n + 1)2(n2 + n − 1)(2n4 + 4n3 − n2 − 3n + 3)

=
1

10
n10 +

1

2
n9 +

3

4
n8 − 7

10
n6 +

1

2
n4 − 3

20
n2

n∑
k=1

k10 =
1

66
n(n + 1)(2n + 1)(n2 + n − 1)

× (3n6 + 9n5 + 2n4 − 11n3 + 3n2 + 10n − 5)

=
1

11
n11 +

1

2
n10 +

5

6
n9 − n7 + n5 − 1

2
n3 +

5

66
n
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n∑
k=1

k11 =
1

24
n2(n + 1)2

× (2n8 + 8n7 + 4n6 − 16n5

− 5n4 + 26n3 − 3n2 − 20n + 10)

=
1

12
n12 +

1

2
n11 +

11

12
n10 − 11

8
n8 +

11

6
n6 − 11

8
n4 +

5

12
n2

n∑
k=1

k12 =
1

2730
n(n + 1)(2n + 1)

× (105n10 + 525n9 + 525n8 − 1050n7 − 1190n6

+2310n5 +1420n4 − 3285n3 − 287n2 +2073n− 691)

=
1

13
n13 +

1

2
n12

+ n11 − 11

6
n9 +

22

7
n7 − 33

10
n5 +

5

3
n3 − 691

2730
n
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n∑
k=1

k13 =
1

420
n2(n + 1)2

× (30n10 + 150n9 + 125n8 − 400n7 − 326n6

+ 1052n5 + 367n4 − 1786n3 + 202n2 + 1382n− 691)

=
1

14
n14 +

1

2
n13

+
13

12
n12 − 143

60
n10 +

143

28
n8 − 143

20
n6 +

65

12
n4 − 691

420
n2
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n∑
k=1

k14 =
1

90
n(n + 1)(2n + 1)

× (3n12 +18n11 +24n10 − 45n9 − 81n8 +144n7 +182n6

− 345n5 − 217n4 + 498n3 + 44n2 − 315n + 105)

=
1

15
n15 +

1

2
n14

+
7

6
n13− 91

30
n11+

143

18
n9− 143

10
n7+

91

6
n5− 691

90
n3+

7

6
n
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n∑
k=1

k15 =
1

48
n2(n + 1)2

× (3n12 +18n11 +21n10 − 60n9 − 83n8 +226n7 +203n6

− 632n5 − 226n4 + 1084n3 − 122n2 − 840n + 420)

=
1

16
n16 +

1

2
n15

+
5

4
n14 − 91

24
n12 +

143

12
n10

− 429

16
n8 +

455

12
n6 − 691

24
n4 +

35

4
n2
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なかなか複雑な式が現れますね. 規則性があるようでないよう

で・・・. 実は,� �
べき乗和

n∑
k=1

kp を表現する公式があります.

� �
この公式については最後にお話します.
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an+1 = pan + q の形の漸化式

(技ではなく力で解いてみよう！ )



漸化式� �
an+1 = pan + q (3.1)� �

の解き方を復習してみましょう.

p = 1 の場合 : an+1 = an + q (公差 q の等差数列)

an = a1 + (n − 1)q

q = 0 の場合 : an+1 = pan (公比 p の等比数列)

an = a1p
n−1
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p ̸= 1 かつ q ̸= 0 の場合は？� �
a1 = 6, an+1 = 3an − 4 (3.2)� �

α についての方程式 α = 3α− 4 の解 α = 2 を使って, (3.2) を

an+1 − 2 = 3(an − 2)

のように変形します. 従って, bn = an − 2 と置けば,

bn+1 = 3bn, b1 = a1 − 2 = 6− 2 = 4

となり, 数列 {bn} は初項 4, 公比 3の等比数列です. よって

bn = 4 · 3n−1

従って

an = bn + 2 = 4 · 3n−1 + 2 (3.3)
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上のようなかっこいい「技」が思いつかないときどうしよう？

1つの答 「力」でねじ伏せる！

an = 3an−1 − 4

= 3(3an−2 − 4)− 4

= 32an−2 − 3 · 4− 4 (展開)

= 32(3an−3 − 4)− 3 · 4− 4

= 33an−3 − 32 · 4− 3 · 4− 4 (展開)

= 33(3an−4 − 4)− 32 · 4− 3 · 4− 4

= 34an−4 − 33 · 4− 32 · 4− 3 · 4− 4 (展開)

= · · ·
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この作業を初項 a1 が現れるまで続けていくと,

an = 3n−1 · a1 − 3n−2 · 4− 3n−3 · 4− · · · − 33 · 4− 32 · 4− 3 · 4− 4

すなわち

an = 3n−1 · a1 − (3n−2 + 3n−3 + · · ·+ 33 + 32 + 3 + 1) · 4

が得られ, a1 = 6 でしたから,

an = 6 · 3n−1 − (3n−2 + 3n−3 + · · ·+ 33 + 32 + 3 + 1) · 4 (3.4)

という式に到達します. (これでも正解！！） さらに

3n−2 + 3n−3 + · · ·+ 33 + 32 + 3 + 1 =
1− 3n−1

1− 3
= −1

2
(1− 3n−1)

を (3.4) に代入すると

an = 6 · 3n−1 +
1

2
(1− 3n−1) · 4 = 4 · 3n−1 + 2

となって, (3.3) と同じ式が得られます.
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• かっこいい「技」が思いつかなくても, 手持ちの武器を使い,

ひたすら「力」で問題をたたいていけば, 正解に到達できるこ

とがあります.

• 答の見た目は (3.4) のようにすっきりしないこともありますが,

それでも勝ちは勝ちです.

• 問題集を勉強中に見たことのない問題が現れ, それを鮮やかに

解く「技」が思いつかないときは, すぐに答を知ろうとせずに,

自分の知っている知識でどこまでいけるか常に挑戦するように

心がけるとよいでしょう.
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3項間の漸化式 an+2 = pan+1 + qan

(豆知識)



「数学Ｂ」の ⟨⟨発展 ⟩⟩ では 3項間の漸化式� �
an+2 = pan+1 + qan (4.1)� �

が扱われています. まずは, 教科書に載っている方法で� �
a1 = 1, a2 = 8, an+2 = 5an+1 − 6an (4.2)� �

を解いてみましょう.
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� �
a1 = 1, a2 = 8, an+2 = 5an+1 − 6an (4.2)� �

2次方程式 x2 = 5x − 6 を解くと, 異なる 2つの実数解 x = 2, 3 が

得られます. この 2 と 3 を用いると, 漸化式 an+2 = 5an+1 − 6n は

an+2 − 2an+1 = 3(an+1 − 2an) (4.3)

an+2 − 3an+1 = 2(an+1 − 3an) (4.4)

と変形されます.

(4.3) より・・・

数列 {an+1 − 2an} は初項 a2 − 2a1 = 6, 公比 3 の等比数列

(4.4) より・・・

数列 {an+1 − 3an} は初項 a2 − 3a1 = 5, 公比 2 の等比数列
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よって

an+1 − 2an = 6 · 3n−1
(4.5)

an+1 − 3an = 5 · 2n−1
(4.6)

最後に (4.5) から (4.6) を引いて

an = −5 · 2n−1 + 6 · 3n−1
(4.7)

という答が求まりました.
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(豆知識) 次の定理を用いて解く！

定理 1 2 次方程式 x2 = px + q が異なる 2 つの実数解

x = α, β を持つとき, 漸化式 an+2 = pan+1 + qan を満たす

数列 {an} の一般項は

an = A · αn + B · βn

の形で与えられる. (A, B は定数.)
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やってみよう！� �
a1 = 1, a2 = 8, an+2 = 5an+1 − 6an (4.2)� �

2次方程式 x2 = 5x − 6 は異なる 2つの実数解 x = 2, 3 を持って

いました. よって定理 1によれば, 漸化式 an+2 = 5an+1 − 6an を

満たす数列 {an} の一般項は

an = A · 2n + B · 3n (4.8)

の形で与えられます.

あとは A と B の値が知りたいですね. これらは a1 = 1 と a2 = 8

から求められます. (4.8) で

n = 1 とすると 2A + 3B = 1

n = 2 とすると 4A + 9B = 8

が得られます.
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この未知数 A, B についての連立 1次方程式を解くと

A = −5

2
, B = 2

が求まります. これらを (4.8) に代入することによって

an = −5

2
· 2n + 2 · 3n = −5 · 2n−1 + 6 · 3n−1

という, 先ほどと同じ式 (4.7) に到達しました！
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2次方程式 x2 = px + q が異なる 2つの虚数解 s + ti , s − ti (s, t

は実数で, t ̸= 0) を持つときは？

「答」 異なる 2つの実数解を持つ場合と同じで次の定理 2が成り

立つ！

定理 2 2 次方程式 x2 = px + q が異なる 2 つの虚数解

x = s + ti , s − ti を持つとき, 漸化式 an+2 = pan+1 + qan

を満たす数列 {an} の一般項は

an = A · (s + ti)n + B · (s − ti)n

の形で与えられる. (A, B は定数.)
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� �
a1 = −1, a2 = 3, an+2 = 2an+1 − 4an (4.9)� �

を解いてみましょう. 2次方程式 x2 = 2x − 4 は異なる 2つの虚数

解 x = 1 +
√
3 i , 1−

√
3 i を持ちますので, 定理 2によれば, 漸化

式 an+2 = 2an+1 − 4an を満たす数列 {an} の一般項は

an = A · (1 +
√
3 i)

n
+ B · (1−

√
3 i)

n
(4.10)

の形で与えられます.

あとは A と B の値が知りたいですね. これらは a1 = −1 と

a2 = 3 から求められます. (4.10) で

n = 1 とすると (1 +
√
3 i)A + (1−

√
3 i)B = −1

n = 2 とすると (−2 + 2
√
3 i)A + (−2− 2

√
3 i)B = 3

が得られます.
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この未知数 A, B についての連立 1次方程式を解くと

A = −5

8
− 1

8
√
3
i , B = −5

8
+

1

8
√
3
i

が求まります. これらを (4.10) に代入することによって

an =

(
−5

8
− 1

8
√
3
i
)
· (1 +

√
3 i)

n

+

(
−5

8
+

1

8
√
3
i
)
· (1−

√
3 i)

n
(4.11)

という式が得られました.
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� �
a1 = −1, a2 = 3, an+2 = 2an+1 − 4an (4.9)� �

{an} の各項を漸化式に従って求めていくと,

a1 = −1

a2 = 3

a3 = 2a2 − 4a1 = 2 · 3− 4 · (−1) = 10

a4 = 2a3 − 4a2 = 2 · 10− 4 · 3 = 8

a5 = 2a4 − 4a3 = 2 · 8− 4 · 10 = −24

a6 = 2a5 − 4a4 = 2 · (−24)− 4 · 8 = −80
...

虚数は現れてこない. (4.11) の右辺に虚数が入っているのはおか

しい！？
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虚数は消せる！ 2次方程式 x2 = 2x − 4 の虚数解 1 +
√
3 i と

1−
√
3 i を極形式で表すと

1±
√
3 i = 2 ·

(
cos

π

3
± i sin

π

3

)
(複号同順) (4.12)

両辺を n乗して

(1±
√
3 i)

n
= 2n ·

(
cos

π

3
± i sin

π

3

)n

(複号同順)

さらにド・モアブルの公式

(cos θ ± i sin θ)n = cos nθ ± sin nθ (複号同順)

を使うことによって

(1±
√
3 i)

n
= 2n ·

(
cos

nπ

3
± i sin

nπ

3

)
(複号同順)

(4.13)
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(4.13) を (4.11) に代入

an =

(
−5

8
− 1

8
√
3
i
)
· 2n ·

(
cos

nπ

3
+ i sin

nπ

3

)
+

(
−5

8
+

1

8
√
3
i
)
· 2n ·

(
cos

nπ

3
− i sin

nπ

3

)
右辺を展開して整理すると, 虚数の部分がすべて打ち消しあって

an = 2n ·
(
−5

4
cos

nπ

3
+

1

4
√
3
sin

nπ

3

)
(4.14)

という式が得られました.
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an =
(
−5

8
− 1

8
√
3
i
)
· (1 +

√
3 i)

n
+
(
−5

8
+

1

8
√
3
i
)
· (1−

√
3 i)

n

(4.11)

an = 2n ·
(
−5

4
cos

nπ

3
+

1

4
√
3
sin

nπ

3

)
(4.14)

(4.11) の右辺と (4.14) の右辺は同じものです. (4.14) の表示では

虚数が現れないので嬉しいといえば嬉しいのですが, その反面, 三

角関数が登場するので式としては複雑な形になります.� �
x2 = px + q が実数の重解を持つ場合, an はどのように表され

るのでしょうか？ ぜひ皆さんで考えてみてください.� �
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べき乗和について (その 2)



まず最初に, 次の式で定義される数 Bp を考えてみましょう.

babababababababababababababab

B0 = 1 (5.1)

Bp = − 1

p + 1

p−1∑
k=0

(−1)p−k
p+1Ck · Bk (5.2)

(p = 1, 2, 3, . . .)

p+1Ck は 2項係数です.
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B0, B1, B2, B3 を求めてみましょう.

B0 = 1.

p = 1 として� �
Bp = − 1

p + 1

p−1∑
k=0

(−1)p−k
p+1Ck · Bk (5.2)

� �
を考えると

B1 = −1

2

0∑
k=0

(−1)1−k
2Ck · Bk = −1

2
· (−1)1−0

2C0 · B0

=
1

2
· 2C0 · B0 =

1

2
· 1 · 1 =

1

2
.
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p = 2 として� �
Bp = − 1

p + 1

p−1∑
k=0

(−1)p−k
p+1Ck · Bk (5.2)

� �
を考えると

B2 = −1

3

1∑
k=0

(−1)2−k
3Ck · Bk

= −1

3
·
{
(−1)2−0

3C0 · B0 + (−1)2−1
3C1 · B1

}
= −1

3
·
{

3C0 · B0 − 3C1 · B1

}
= −1

3
·
{
1 · 1− 3 · 1

2

}
= −1

3
·
(
−1

2

)
=

1

6
.
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p = 3 として� �
Bp = − 1

p + 1

p−1∑
k=0

(−1)p−k
p+1Ck · Bk (5.2)

� �
を考えると

B3 = −1

4

2∑
k=0

(−1)3−k
4Ck · Bk

= −1

4
·
{
(−1)3−0

4C0 · B0 + (−1)3−1
4C1 · B1 + (−1)3−2

4C2 · B2

}
= −1

4
·
{
−4C0 · B0 + 4C1 · B1 − 4C2 · B2

}
= −1

4
·
{
−1 · 1 + 4 · 1

2
− 6 · 1

6

}
= 0.

39



• B4 を計算するときには, p = 4 として� �
Bp = − 1

p + 1

p−1∑
k=0

(−1)p−k
p+1Ck · Bk (5.2)

� �
を考え, B0, B1, B2, B3 を使って計算します.

• B5 を計算するときには, p = 5 として (5.2) を考え, B0, B1,

B2, B3, B4 を使って計算します.

• このように, Bp は B0, B1, B2, B3, B4, B5, . . . と順番に求め

られていく数となっています.

つまり, Bp は (5.2) という【漸化式】で決定される数ですね. ただ

し, これまで扱ってきた漸化式と異なる点は, Bp を計算するため

に, それより前にある B0 から Bp−1 を全部使うということです.
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B0 から B12 までは以下のようになります. (時間のあるときに確か

めてみてください.)

B0 = 1, B1 =
1

2
, B2 =

1

6
, B3 = 0, B4 = − 1

30

B5 = 0, B6 =
1

42
, B7 = 0, B8 = − 1

30
,

B9 = 0, B10 =
5

66
, B11 = 0, B12 = − 691

2730
, . . .

� �
この Bp はベルヌーイ数と呼ばれています.� �
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� �
ベルヌーイ数を使ってべき乗和

n∑
k=1

kp の公式が書ける

� �
ことを見ていきましょう. まず,� �

n∑
k=1

kp における n の係数 = Bp (
⊗

)

� �
が成り立ちます.
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(
⊗

) だけでは満足できません.
n∑

k=1

kp そのものを表現する公式が

知りたいです. 実は, ベルヌーイ数を使えば次のように表現するこ

とができます.

べき乗和の公式 p を 0 または自然数とする. このとき

n∑
k=1

kp =
1

p + 1

p∑
k=0

p+1Ck · Bk · np+1−k
(⋆)

が成り立つ.
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� �
n∑

k=1

kp =
1

p + 1

p∑
k=0

p+1Ck · Bk · np+1−k (⋆)

� �
を使って

n∑
k=0

kp (p = 0, 1, 2, 3, 4, 5) を計算してみましょう.

n∑
k=1

k0 =
1

1

0∑
k=0

1Ck · Bk · n1−k = 1C0 · B0 · n1 = 1 · 1 · n1 = n

n∑
k=1

k1 =
1

2

1∑
k=0

2Ck · Bk · n2−k =
1

2
·
{

2C0 · B0 · n2 + 2C1 · B1 · n1
}

=
1

2
·
{
1 · 1 · n2 + 2 · 1

2
· n1

}
=

1

2
n2 +

1

2
n
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� �
n∑

k=1

kp =
1

p + 1

p∑
k=0

p+1Ck · Bk · np+1−k (⋆)

� �
n∑

k=1

k2 =
1

3

2∑
k=0

3Ck · Bk · n3−k

=
1

3
·
{

3C0 · B0 · n3 + 3C1 · B1 · n2 + 3C2 · B2 · n1
}

=
1

3
·
{
1 · 1 · n3 + 3 · 1

2
· n2 + 3 · 1

6
· n1

}
=

1

3
n3 +

1

2
n2 +

1

6
n
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� �
n∑

k=1

kp =
1

p + 1

p∑
k=0

p+1Ck · Bk · np+1−k (⋆)

� �
n∑

k=1

k3 =
1

4

3∑
k=0

4Ck · Bk · n4−k

=
1

4
·
{

4C0 · B0 · n4 + 4C1 · B1 · n3

+ 4C2 · B2 · n2 + 4C3 · B3 · n1
}

=
1

4
·
{
1 · 1 · n4 + 4 · 1

2
· n3 + 6 · 1

6
· n2 + 4 · 0 · n1

}
=

1

4
n4 +

1

2
n3 +

1

4
n2
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� �
n∑

k=1

kp =
1

p + 1

p∑
k=0

p+1Ck · Bk · np+1−k (⋆)

� �
n∑

k=1

k4 =
1

5

4∑
k=0

5Ck · Bk · n5−k

=
1

5
·
{

5C0 · B0 · n5 + 5C1 · B1 · n4

+ 5C2 · B2 · n3 + 5C3 · B3 · n2 + 5C4 · B4 · n1
}

=
1

5
·
{
1 · 1 · n5 + 5 · 1

2
· n4

+ 10 · 1
6
· n3 + 10 · 0 · n2 + 5 ·

(
− 1

30

)
· n1

}
=

1

5
n5 +

1

2
n4 +

1

3
n3 − 1

30
n
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� �
n∑

k=1

kp =
1

p + 1

p∑
k=0

p+1Ck · Bk · np+1−k (⋆)

� �
n∑

k=1

k5 =
1

6

5∑
k=0

6Ck · Bk · n6−k

=
1

6
·
{

6C0 · B0 · n6 + 6C1 · B1 · n5 + 6C2 · B2 · n4

+ 6C3 · B3 · n3 + 6C4 · B4 · n2 + 6C5 · B5 · n1
}

=
1

6
·
{
1 · 1 · n6 + 6 · 1

2
n5 + 15 · 1

6
· n4

+ 20 · 0 · n3 + 15 ·
(
− 1

30

)
· n2 + 6 · 0 · n1

}
=

1

6
n6 +

1

2
n5 +

5

12
n4 − 1

12
n2
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� �
べき乗和の公式やベルヌーイ数は, 300 年以上も前に発見され

たものです. しかし, ベルヌーイ数は現代の数学でも重要な

対象として扱われています. また,べき乗和
n∑

k=1

kp も現代数

学の重要な研究対象の土台となっています. (興味のある人は

リーマンのゼータ関数という言葉を検索してみてください.)� �
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• ここまで, 数列について, まとまりのない話を幾つかしてきま

した.

• 面白い, つまらない, 感じ方はさまざまだと思います.

• 大学では皆さんがまだ知らない数学をたくさん学ぶことができ
ます.

• その中から自分が面白いと思ったものを見つけ, それについて

徹底的に勉強する経験を積んでいただければ幸いです.

50



2021年度
名城大学オープンキャンパス

模擬講義

数列についてのちょっとした話

名城大学　理工学部数学科



目次

0 まえがき 1

1 . . . (てんてんてん) に気をつけよう！ 3

2 べき乗和について (その 1) 5

3 an+1 = pan + q の形の漸化式

(技ではなく力で解いてみよう！） 8

4 3項間の漸化式 an+2 = pan+1 + qan (豆知識) 11

5 べき乗和について (その 2) 16

6 おまけ 22

i



0 まえがき

数列について, 「数学Ｂ」の教科書の最初のほうに書いてあることを, ざっとおさらい

しておきましょう. 数を 1列に並べたものを数列といい, 数列の各数を項といいます. 数

列を一般的に表すには, 1つの文字に項の番号を添えて

a1, a2, . . ., an, . . . (0.1)

のように書き, a1 のことをこの数列の初項 (第 1項), a2 のことを第 2項, . . ., an のこ

とを第 n項といいます. また, この数列を {an} とも書き表し, an のことを数列 {an}
の一般項といいます.

みなさんが知っている最も基本的な数列は� �
初項 a, 公差 d の等差数列

an = a+ (n− 1)d� �
と� �
初項 a, 公比 r の等比数列

an = arn−1� �
ではないでしょうか. これらの数列の初項から第 n項までの和 Sn についても勉強しまし

たね. 他にもさまざまな視点から数列について勉強してきていると思います.

この模擬講義では, 皆さんが高等学校で学んできた数列についての幾つかの内容に

ちょっとだけ調味料を加えたお話をします. 「数学Ｂ」や「数学 III」の教科書に書いてあ

る内容だけで数列の勉強が終わってしまうのはもったいないので, せっかくだからちょっ

と背伸びをしてみようというわけです.
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今回の話のメインテーマは次の通りです.� �
n∑

k=1

kp の世界をちょっとのぞいてみよう！

� �
最初と途中で少し脱線した話もしますが, 気を楽にして読んでください. ちょっと雰囲気

の違う数学の話を体感してもらえれば嬉しく思います. 受験勉強の役には立たないかもし

れません. ごめんなさい.
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1 . . . (てんてんてん) に気をつけよう！

Ａさん, Ｂさん, Ｃさん, Ｄさんの 4人に次の問題を考えてもらいました.� �
次の数列 {an} に対して a10 を推定しなさい.

a1 = 2, a2 = 4, a3 = 6, . . .� �
4人の解答は次のようになりました.

Ａさん · · · 20

Ｂさん · · · −788

11

Ｃさん · · · 1700

Ｄさん · · · 248

25

みなさんはどれが正解だと思いますか？ 実は, どの解答も正解になります. その理由を

説明しましょう. 一般項が次の式で与えられる数列 {an} を考えてみてください.

① · · · an = 2n

② · · · an = − 2

11
n3 +

12

11
n2 +

12

11

③ · · · an =
1

3
n4 − 2n3 +

11

3
n2

④ · · · an = 12− 22

n
+

12

n2

どの数列も a1 = 2, a2 = 4, a3 = 6 となっています. 従って, どの数列で a10 を計算し

ても正解になるわけですね. Ａさん, Ｂさん, Ｃさん, Ｄさんの解答は, それぞれ ①, ②,

③, ④ の数列で a10 を計算したものになっているのです.

正解がこのように複数現れる理由は, 問題文の中で a4 から先の項が . . . (てんてんて

ん) と書かれていて, はっきりしていないことによります.
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さて, 皆さんの多くはＡさんと同じ a10 = 20 を頭に浮かべたのではないでしょうか.

もちろん, それはまっとうな考え方ですし, 上にも書いたように正解です. また, 学校の

試験問題や大学の入試問題の解答としては申し分ありません. しかし, 柔軟な発想力を身

につけるために, 1つの答が浮かんだ後に, 余裕があれば他の答の可能性も考えてみるよ

うにしてみてください. 世の中には, この問題文のようなはっきりしない記述でみなさん

をひっかけようとする罠がいっぱいあります.

ちなみに, この問題に対しては, どんな数を答にしても正解となります. (虚数でも OK

です.)
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2 べき乗和について (その 1)

p を 0 または自然数として, 一般項 an が� �
an = np� �

で与えられる数列 {an} を考えてみましょう. この数列の初項から第 n項までの和� �
n∑

k=1

ak =
n∑

k=1

kp = 1p + 2p + 3p + · · ·+ (n− 1)
p
+ np (2.1)

� �
のことをべき乗和 (または累乗和) といったりします.

「数学Ｂ」の教科書には p = 0, 1, 2, 3 のときのべき乗和 (2.1) について, それが n を

使ってどのように書き表されるかが述べられています. 復習してみましょう.

p = 0 の場合:
n∑

k=1

k0 =
n∑

k=1

1 = n

p = 1 の場合:
n∑

k=1

k1 =

n∑
k=1

k =
1

2
n(n+ 1) =

1

2
n2 +

1

2
n

p = 2 の場合:

n∑
k=1

k2 =
1

6
n(n+ 1)(2n+ 1) =

1

3
n3 +

1

2
n2 +

1

6
n

p = 3 の場合:
n∑

k=1

k3 =
1

4
n2(n+ 1)

2
=

1

4
n4 +

1

2
n3 +

1

4
n2

p が 4以上のときはどうなるでしょうか？ ちょっと見てみましょう.
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⋆
n∑

k=1

k4 =
1

30
n(n+ 1)(2n+ 1)(3n2 + 3n− 1) =

1

5
n5 +

1

2
n4 +

1

3
n3 − 1

30
n

⋆
n∑

k=1

k5 =
1

12
n2(n+ 1)

2
(2n2 + 2n− 1) =

1

6
n6 +

1

2
n5 +

5

12
n4 − 1

12
n2

⋆
n∑

k=1

k6 =
1

42
n(n+1)(2n+1)(3n4+6n3− 3n+1) =

1

7
n7+

1

2
n6+

1

2
n5− 1

6
n3+

1

42
n

⋆
n∑

k=1

k7 =
1

24
n2(n+ 1)

2
(3n4+6n3−n2−4n+2) =

1

8
n8+

1

2
n7+

7

12
n6− 7

24
n4+

1

12
n2

⋆
n∑

k=1

k8 =
1

90
n(n+ 1)(2n+ 1)(5n6 + 15n5 + 5n4 − 15n3 − n2 + 9n− 3)

=
1

9
n9 +

1

2
n8 +

2

3
n7 − 7

15
n5 +

2

9
n3 − 1

30
n

⋆
n∑

k=1

k9 =
1

20
n2(n+ 1)

2
(n2 + n− 1)(2n4 + 4n3 − n2 − 3n+ 3)

=
1

10
n10 +

1

2
n9 +

3

4
n8 − 7

10
n6 +

1

2
n4 − 3

20
n2

⋆
n∑

k=1

k10 =
1

66
n(n+1)(2n+1)(n2 +n− 1)(3n6 +9n5 +2n4 − 11n3 +3n2 +10n− 5)

=
1

11
n11 +

1

2
n10 +

5

6
n9 − n7 + n5 − 1

2
n3 +

5

66
n

⋆
n∑

k=1

k11 =
1

24
n2(n+ 1)

2
(2n8 + 8n7 + 4n6 − 16n5 − 5n4 + 26n3 − 3n2 − 20n+ 10)

=
1

12
n12 +

1

2
n11 +

11

12
n10 − 11

8
n8 +

11

6
n6 − 11

8
n4 +

5

12
n2

⋆
n∑

k=1

k12 =
1

2730
n(n+ 1)(2n+ 1)

× (105n10 + 525n9 + 525n8 − 1050n7

− 1190n6 +2310n5 +1420n4 − 3285n3 − 287n2 +2073n− 691)

=
1

13
n13 +

1

2
n12 + n11 − 11

6
n9 +

22

7
n7 − 33

10
n5 +

5

3
n3 − 691

2730
n
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⋆
n∑

k=1

k13 =
1

420
n2(n+ 1)

2

× (30n10 + 150n9 + 125n8 − 400n7

− 326n6 + 1052n5 + 367n4 − 1786n3 + 202n2 + 1382n− 691)

=
1

14
n14 +

1

2
n13 +

13

12
n12 − 143

60
n10 +

143

28
n8 − 143

20
n6 +

65

12
n4 − 691

420
n2

⋆
n∑

k=1

k14 =
1

90
n(n+ 1)(2n+ 1)

× (3n12 + 18n11 + 24n10 − 45n9 − 81n8 + 144n7

+ 182n6 − 345n5 − 217n4 + 498n3 + 44n2 − 315n+ 105)

=
1

15
n15 +

1

2
n14 +

7

6
n13 − 91

30
n11 +

143

18
n9 − 143

10
n7 +

91

6
n5 − 691

90
n3 +

7

6
n

⋆
n∑

k=1

k15 =
1

48
n2(n+ 1)

2

× (3n12 + 18n11 + 21n10 − 60n9 − 83n8 + 226n7

+ 203n6 − 632n5 − 226n4 + 1084n3 − 122n2 − 840n+ 420)

=
1

16
n16+

1

2
n15+

5

4
n14− 91

24
n12+

143

12
n10− 429

16
n8+

455

12
n6− 691

24
n4+

35

4
n2

なかなか複雑な式が現れますね. 規則性があるようでないようで・・・. 実は,� �
べき乗和

n∑
k=1

kp を表現する公式がある

� �
のですが, その話をする前にちょっと寄り道をして, 次の第 3節とその次の第 4節では,

【漸化式】について「数学Ｂ」の内容より少し進んだ（？）話をしてみたいと思います.

第 3節と第 4節の話は, これまでのべき乗和の話とは直接に関係はありませんので, すぐ

にでも
n∑

k=1

kp の公式が知りたいという方は, 第 3節, 第 4節は飛ばして, 第 5節に進んで

ください.
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3 an+1 = pan + q の形の漸化式

(技ではなく力で解いてみよう！）

世の中にある「数学Ｂ」のほぼ全ての教科書に, 漸化式� �
an+1 = pan + q (3.1)� �

の解き方が書いてあります. 少し復習してみましょう. p = 1 の場合は, (3.1) は

an+1 = an + q となりますから, 数列 {an} は公差 q の等差数列となり, 初項 a1 が指定

してあれば, 一般項 an は直ちに分かります. (an = a1 +(n− 1)q ですね.) q = 0 の場合

は, (3.1) は an+1 = pan となりますから, 数列 {an} は公比 p の等比数列となり, この場

合も初項 a1 が決まっていれば一般項 an を簡単に求めることができます. (an = a1p
n−1

ですね.)

では, p ̸= 1 かつ q ̸= 0 の場合はどのように解いたでしょうか. ここでは a1 = 6,

p = 3, q = −4 とした次の漸化式を解きながら復習してみましょう.� �
a1 = 6, an+1 = 3an − 4 (3.2)� �

まず, α についての方程式
α = 3α− 4

を解いて, 解
α = 2

を求めます. この α = 2 を使うと, 漸化式 (3.2) は

an+1 − 2 = 3(an − 2)

のように変形されます. 従って, bn = an − 2 と置けば,

bn+1 = 3bn

b1 = a1 − 2 = 6− 2 = 4

となり, 数列 {bn} は初項 4, 公比 3の等比数列であることが分かります. よって

bn = 4 · 3n−1

8



であることが分かり, 従って

an = bn + 2 = 4 · 3n−1 + 2 (3.3)

が得られます.

どの教科書にも, だいたい上のような解き方が書いてあります. この解き方では

(i) 方程式 α = 3α− 4 の解 α = 2 を使って

(ii) 等比数列 bn = an − 2 を作り出す

という鮮やかな「技」が使われていますね.

数学の問題を解くとき, このようなかっこいい「技」がすぐに見つかればよいのですが,

なかなかそうはいかないのが現実です. そういうとき, 強引に「力」で解くという作戦に

切り替えると上手くいくことがあります. 漸化式 (3.2) の「力」を使った解き方を紹介し

ましょう.

an = 3an−1 − 4

= 3(3an−2 − 4)− 4 = 32an−2 − 3 · 4− 4

= 32(3an−3 − 4)− 3 · 4− 4 = 33an−3 − 32 · 4− 3 · 4− 4

= 33(3an−4 − 4)− 32 · 4− 3 · 4− 4 = 34an−4 − 33 · 4− 32 · 4− 3 · 4− 4

= · · ·

上の作業について説明します. 1 行目は漸化式 an+1 = 3an − 4 の n を n − 1 に置き

換えた式です. 次に, an = 3an−1 − 4 は番号を 1 つ前にずらせば an−1 = 3an−2 − 4

となりますので, その式を 1 行目の右辺に代入すると, 2 行目が得られます. さらに,

an−1 = 3an−2 − 4 は番号を 1つ前にずらせば an−2 = 3an−3 − 4 となりますので, その

式を 2 行目の最右辺に代入すると, 3 行目が得られます. この作業をひたすら続けます.

つまり, an からスタートして, an−1, an−2, an−3, . . . とひたすらさかのぼっていくわけ

です. この作業を初項 a1 が現れるまで続けていくと,

an = 3n−1 · a1 − 3n−2 · 4− 3n−3 · 4− · · · − 33 · 4− 32 · 4− 3 · 4− 4

すなわち
an = 3n−1 · a1 − (3n−2 + 3n−3 + · · ·+ 33 + 32 + 3 + 1) · 4

9



が得られ, a1 = 6 でしたから,

an = 6 · 3n−1 − (3n−2 + 3n−3 + · · ·+ 33 + 32 + 3 + 1) · 4 (3.4)

という式に到達します.

(3.4) で正解としても良いのですが, もう少し変形してみましょう. (3.4) の右辺におけ

る 3n−2 + 3n−3 + · · · + 33 + 32 + 3 + 1 は, 「初項 1, 公比 3 の等比数列の初項から第

n− 1項までの和」ですから

3n−2 + 3n−3 + · · ·+ 33 + 32 + 3 + 1 =
1− 3n−1

1− 3
= −1

2
(1− 3n−1)

となり, これを (3.4) に代入すると

an = 6 · 3n−1 +
1

2
(1− 3n−1) · 4 = 4 · 3n−1 + 2

という (3.3) と同じ式が得られました.

このように, かっこいい「技」が思いつかなくても, 手持ちの武器を使い, ひたすら

「力」で問題をたたいていけば, 正解に到達できることがあります. 答の見た目は (3.4) の

ようにすっきりしないこともありますが, それでも勝ちは勝ちです. 問題集を勉強中に見

たことのない問題が現れ, それを鮮やかに解く「技」が思いつかないときは, すぐに答を

知ろうとせずに, 自分の知っている知識でどこまでいけるか常に挑戦するように心がける

とよいでしょう.� �
親切な教科書には, つぎのようなことが書いてあります.

漸化式が (3.1) で与えられる数列 {an} の階差数列は公比 pの等比数列である.

例えば漸化式が (3.2) で与えられる数列 {an} の階差数列は公比 3の等比数列です.

実は, 上で紹介した「力」による解き方は, 背後にこの事実が隠れています. しかし,

そこに気づかなくても無理やり「力」で押していけば何とかなるということを知って

ほしくて, 上のようなお話をしてみました.� �
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4 3項間の漸化式 an+2 = pan+1 + qan (豆知識)

「数学Ｂ」の少し難しめの教科書には ⟨⟨発展 ⟩⟩ として 3項間の漸化式� �
an+2 = pan+1 + qan (4.1)� �

の解き方が書いてあります. まずは, 教科書に載っている方法で� �
a1 = 1, a2 = 8, an+2 = 5an+1 − 6an (4.2)� �

を解いてみましょう.

2次方程式 x2 = 5x− 6 を解くと, 異なる 2つの実数解 x = 2, 3 が得られます. この

2 と 3 を用いると, 漸化式 an+2 = 5an+1 − 6n は

an+2 − 2an+1 = 3(an+1 − 2an) (4.3)

an+2 − 3an+1 = 2(an+1 − 3an) (4.4)

と変形されます.

(4.3) より, 数列 {an+1 − 2an} は初項 a2 − 2a1 = 6, 公比 3 の等比数列であることが

分かりますので
an+1 − 2an = 6 · 3n−1 (4.5)

が得られます.

また, (4.4) より, 数列 {an+1 − 3an} は初項 a2 − 3a1 = 5, 公比 2 の等比数列である

ことが分かりますので
an+1 − 3an = 5 · 2n−1 (4.6)

が得られます.

最後に (4.5) から (4.6) を引いて

an = −5 · 2n−1 + 6 · 3n−1 (4.7)

という答が求まりました.
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では, 豆知識として, 上とは異なる解き方を紹介したいと思います. それは次の定理を

用いる解き方です.

定理 1 2次方程式 x2 = px+ q が異なる 2つの実数解 x = α, β を持つとき, 漸

化式 an+2 = pan+1 + qan を満たす数列 {an} の一般項は

an = A · αn +B · βn

の形で与えられる. (A, B は定数.)

それでは, この定理 1を用いて (4.2) を解いてみましょう. 先ほど求めたように, 2次

方程式 x2 = 5x− 6 は異なる 2つの実数解 x = 2, 3 を持っていました. よって定理 1に

よれば, 漸化式 an+2 = 5an+1 − 6an を満たす数列 {an} の一般項は

an = A · 2n +B · 3n (4.8)

の形で与えられます.

あとは A と B の値が知りたいですね. これらは a1 = 1 と a2 = 8 から求められます.

(4.8) で
n = 1 とすると 2A + 3B = 1

n = 2 とすると 4A + 9B = 8

が得られます. この未知数 A, B についての連立 1次方程式を解くと

A = −5

2
, B = 2

が求まります. これらを (4.8) に代入することによって

an = −5

2
· 2n + 2 · 3n = −5 · 2n−1 + 6 · 3n−1

という (4.7) と同じ式に到達しました.
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さて, 今度は 2次方程式 x2 = px+ q が異なる 2つの虚数解 s+ ti, s− ti (s, t は実数

で, t ̸= 0) を持つときも, 定理 1と同じような結果が成り立つかどうかを考えてみましょ

う. いきなり答を書いてしまうと, この場合も同様の結果が成り立ちます. この事実を定

理 2として書いておきましょう.

定理 2 2次方程式 x2 = px+ q が異なる 2つの虚数解 x = s+ ti, s− ti を持つ

とき, 漸化式 an+2 = pan+1 + qan を満たす数列 {an} の一般項は

an = A · (s+ ti)
n
+B · (s− ti)

n

の形で与えられる. (A, B は定数.)

それでは, この定理 2を使って� �
a1 = −1, a2 = 3, an+2 = 2an+1 − 4an (4.9)� �

を解いてみましょう. 2 次方程式 x2 = 2x − 4 は異なる 2 つの虚数解 x = 1 +
√
3 i,

1 −
√
3 i を持ちますので, 定理 2 によれば, 漸化式 an+2 = 2an+1 − 4an を満たす数列

{an} の一般項は
an = A · (1 +

√
3 i)

n
+B · (1−

√
3 i)

n
(4.10)

の形で与えられます.

あとは A と B の値が知りたいですね. これらは a1 = −1 と a2 = 3 から求められま

す. (4.10) で

n = 1 とすると (1 +
√
3 i)A + (1−

√
3 i)B = −1

n = 2 とすると (−2 + 2
√
3 i)A + (−2− 2

√
3 i)B = 3

が得られます. この未知数 A, B についての連立 1次方程式を解くと

A = −5

8
− 1

8
√
3
i, B = −5

8
+

1

8
√
3
i

が求まります. これらを (4.10) に代入することによって

an =
(
−5

8
− 1

8
√
3
i
)
· (1 +

√
3 i)

n
+

(
−5

8
+

1

8
√
3
i
)
· (1−

√
3 i)

n
(4.11)

という式が得られました.
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ところで, (4.11) の an は正しい式ですが, 問題の数列 {an} の各項を漸化式に従って
求めていくと,

a1 = −1

a2 = 3

a3 = 2a2 − 4a1 = 2 · 3− 4 · (−1) = 10

a4 = 2a3 − 4a2 = 2 · 10− 4 · 3 = 8

a5 = 2a4 − 4a3 = 2 · 8− 4 · 10 = −24

a6 = 2a5 − 4a4 = 2 · (−24)− 4 · 8 = −80

...

となっていて, 虚数は現れてこないので, (4.11) の右辺に虚数が入っているのは気持ちが

悪いですね. 実数しか現れないはずの数列であっても, 一般項を書き表すためには虚数の

助けを借りなければならないのでしょうか？

そんなことはありません！ いまからそのことについて説明したいと思います. ここか

ら先は「数学 III」の【複素数平面】の知識を使っていきます. 2次方程式 x2 = 2x − 4

の虚数解 1 +
√
3 i と 1−

√
3 i を極形式で表すと

1±
√
3 i = 2 ·

(
cos

π

3
± i sin

π

3

)
(複号同順) (4.12)

となるので, 両辺を n乗することにより

(1±
√
3 i)

n
= 2n ·

(
cos

π

3
± i sin

π

3

)n

(複号同順)

が得られます. さらにド・モアブルの公式

(cos θ ± i sin θ)
n
= cosnθ ± sinnθ (複号同順)

を使うことによって

(1±
√
3 i)

n
= 2n ·

(
cos

nπ

3
± i sin

nπ

3

)
(複号同順) (4.13)

であることが分かります. この (4.13) を (4.11) に代入してみましょう.

an =
(
−5

8
− 1

8
√
3
i
)
· 2n ·

(
cos

nπ

3
+ i sin

nπ

3

)
+

(
−5

8
+

1

8
√
3
i
)
· 2n ·

(
cos

nπ

3
− i sin

nπ

3

)
14



となりますね. さらに右辺を展開して整理すると, 虚数の部分がすべて打ち消しあって

an = 2n ·
(
−5

4
cos

nπ

3
+

1

4
√
3
sin

nπ

3

)
(4.14)

という式が得られました.

(4.11) の右辺と (4.14) の右辺は同じものです. (4.14) の表示では虚数が現れないので

嬉しいといえば嬉しいのですが, その反面, 三角関数が登場するので式としては複雑な形

になります. 2次方程式 x2 = px+ q が異なる 2つの虚数解を持つ場合は, このような状

況になるという事実を, どこか頭の片隅にでも入れておいていただければ嬉しいです.

� �
x2 = px+ q が実数の重解を持つ場合, an はどのように表されるのでしょうか？ こ

こではそれについてのお話はしませんが, ぜひ皆さんで考えてみてください.� �
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5 べき乗和について (その 2)

第 2節で予告した, べき乗和
n∑

k=1

kp の公式についてお話をしたいと思います. なかな

か複雑な式が登場しますので, あまり細かいことは気にせずに, “分からなくてもいいや ”

という気持ちで気楽に読んでもらえればと思います.

まず最初に, 次の式で定義される数 Bp を考えてみましょう.

babababababababababababababababab

B0 = 1 (5.1)

Bp = − 1

p+ 1

p−1∑
k=0

(−1)
p−k

p+1Ck ·Bk (p = 1, 2, 3, . . .) (5.2)

(5.2) の右辺にある p+1Ck は 2 項係数です. 上の式について, もう少し説明を加えま

しょう. まず, B0 = 1 とします. 次に p = 1 として (5.2) を考えると

B1 = −1

2

0∑
k=0

(−1)
1−k

2Ck ·Bk = −1

2
· (−1)

1−0
2C0 ·B0 =

1

2
· 2C0 ·B0

となり, ここで 2C0 = 1, B0 = 1 なので

B1 =
1

2
· 1 · 1 =

1

2

です. 次に p = 2 として (5.2) を考えると

B2 = −1

3

1∑
k=0

(−1)
2−k

3Ck ·Bk = −1

3
·
{
(−1)

2−0
3C0 ·B0 + (−1)

2−1
3C1 ·B1

}

= −1

3
·
{

3C0 ·B0 − 3C1 ·B1

}
となり, ここで 3C0 = 1, 3C1 = 3, B0 = 1, B1 = 1

2 なので

B2 = −1

3
·
{
1 · 1− 3 · 1

2

}
= −1

3
·
(
−1

2

)
=

1

6
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です. さらに p = 3 として (5.2) を考えると

B3 = −1

4

2∑
k=0

(−1)
3−k

4Ck ·Bk

= −1

4
·
{
(−1)

3−0
4C0 ·B0 + (−1)

3−1
4C1 ·B1 + (−1)

3−2
4C2 ·B2

}
= −1

4
·
{
−4C0 ·B0 + 4C1 ·B1 − 4C2 ·B2

}
となり, ここで 4C0 = 1, 4C1 = 4, 4C2 = 6, B0 = 1, B1 = 1

2 , B2 = 1
6 なので

B3 = −1

4
·
{
−1 · 1 + 4 · 1

2
− 6 · 1

6

}
= 0

です. B4 を計算するときには, p = 4 として (5.2) を考え, B0, B1, B2, B3 を使って計

算します. B5 を計算するときには, p = 5 として (5.2) を考え, B0, B1, B2, B3, B4 を

使って計算します. このように, Bp は B0, B1, B2, B3, B4, B5, . . . と順番に求められ

ていく数となっています.

つまり, Bp は (5.2) という【漸化式】で決定される数ですね. ただし, これまで扱って

きた漸化式と異なる点は, Bp を計算するために, それより前にある B0 から Bp−1 を全

部使うということです.

B4 以降も少し求めてみましょう.

B4 = −1

5

3∑
k=0

(−1)
4−k

5Ck ·Bk

= −1

5
·
{

5C0 ·B0 − 5C1 ·B1 + 5C2 ·B2 − 5C3 ·B3

}
= −1

5
·
{
1 · 1− 5 · 1

2
+ 10 · 1

6
− 10 · 0

}
= − 1

30

B5 = −1

6

4∑
k=0

(−1)
5−k

6Ck ·Bk

= −1

6
·
{
−6C0 ·B0 + 6C1 ·B1 − 6C2 ·B2 + 6C3 ·B3 − 6C4 ·B4

}
= −1

6
·
{
−1 · 1 + 6 · 1

2
− 15 · 1

6
+ 20 · 0− 15 ·

(
− 1

30

)}
= 0
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B6 = −1

7

5∑
k=0

(−1)
6−k

7Ck ·Bk

= −1

7
·
{

7C0 ·B0 − 7C1 ·B1 + 7C2 ·B2 − 7C3 ·B3 + 7C4 ·B4 − 7C5 ·B5

}
= −1

7
·
{
1 · 1− 7 · 1

2
+ 21 · 1

6
− 35 · 0 + 35 ·

(
− 1

30

)
− 21 · 0

}
=

1

42

B0 から B12 までは以下のようになります. (時間のあるときに確かめてみてください.)

B0 = 1, B1 =
1

2
, B2 =

1

6
, B3 = 0, B4 = − 1

30
, B5 = 0, B6 =

1

42
,

B7 = 0, B8 = − 1

30
, B9 = 0, B10 =

5

66
, B11 = 0, B12 = − 691

2730
, . . .

� �
この Bp はベルヌーイ数と呼ばれています.� �

それでは,
n∑

k=1

kp の公式と, ベルヌーイ数の関係についてお話しましょう. 第 2節で見

たように,
n∑

k=1

kp は n の p次式になっています. その p次式における「1次の項 n の係

数」に着目してください. 5ページ, 6ページ, 7ページに書いてある展開式を見ると, 次

のことに気づけるかと思います.

n∑
k=1

k0 における n の係数 = 1 (= B0)

n∑
k=1

k1 における n の係数 =
1

2
(= B1)

n∑
k=1

k2 における n の係数 =
1

6
(= B2)

n∑
k=1

k3 における n の係数 = 0 (= B3)

n∑
k=1

k4 における n の係数 = − 1

30
(= B4)

n∑
k=1

k5 における n の係数 = 0 (= B5)

...
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実は� �
n∑

k=1

kp における n の係数 = Bp (
⊗

)

� �
であることが知られています.

さて, 我々は (
⊗

) だけでは満足できません.
n∑

k=1

kp そのものを表現する公式が知りた

いです. 実は, ベルヌーイ数を使えば次のように表現することができます.

べき乗和の公式 p を 0 または自然数とする. このとき

n∑
k=1

kp =
1

p + 1

p∑
k=0

p+1Ck · Bk · np+1−k (⋆)

が成り立つ.

5ページ, 6ページ, 7ページで見た展開式には, こんな規則性があるのです. (⋆) が正し

い公式であることを実感してもらうために, (⋆) を使って
n∑

k=0

kp (p = 0, 1, 2, 3, 4, 5)

を計算してみましょう.

n∑
k=1

k0 =
1

1

0∑
k=0

1Ck ·Bk · n1−k = 1C0 ·B0 · n1 = 1 · 1 · n1 = n

n∑
k=1

k1 =
1

2

1∑
k=0

2Ck ·Bk · n2−k =
1

2
·
{

2C0 ·B0 · n2 + 2C1 ·B1 · n1

}

=
1

2
·
{
1 · 1 · n2 + 2 · 1

2
· n1

}
=

1

2
n2 +

1

2
n

n∑
k=1

k2 =
1

3

2∑
k=0

3Ck ·Bk · n3−k =
1

3
·
{

3C0 ·B0 · n3 + 3C1 ·B1 · n2 + 3C2 ·B2 · n1

}

=
1

3
·
{
1 · 1 · n3 + 3 · 1

2
· n2 + 3 · 1

6
· n1

}
=

1

3
n3 +

1

2
n2 +

1

6
n
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n∑
k=1

k3 =
1

4

3∑
k=0

4Ck ·Bk · n4−k

=
1

4
·
{

4C0 ·B0 · n4 + 4C1 ·B1 · n3 + 4C2 ·B2 · n2 + 4C3 ·B3 · n1

}
=

1

4
·
{
1 · 1 · n4 + 4 · 1

2
· n3 + 6 · 1

6
· n2 + 4 · 0 · n1

}
=

1

4
n4 +

1

2
n3 +

1

4
n2

n∑
k=1

k4 =
1

5

4∑
k=0

5Ck ·Bk · n5−k

=
1

5
·
{

5C0 ·B0 · n5 + 5C1 ·B1 · n4

+ 5C2 ·B2 · n3 + 5C3 ·B3 · n2 + 5C4 ·B4 · n1

}
=

1

5
·
{
1 · 1 · n5 + 5 · 1

2
· n4 + 10 · 1

6
· n3 + 10 · 0 · n2 + 5 ·

(
− 1

30

)
· n1

}
=

1

5
n5 +

1

2
n4 +

1

3
n3 − 1

30
n

n∑
k=1

k5 =
1

6

5∑
k=0

6Ck ·Bk · n6−k

=
1

6
·
{

6C0 ·B0 · n6 + 6C1 ·B1 · n5 + 6C2 ·B2 · n4

+ 6C3 ·B3 · n3 + 6C4 ·B4 · n2 + 6C5 ·B5 · n1

}
=

1

6
·
{
1 · 1 · n6 + 6 · 1

2
n5 + 15 · 1

6
· n4 + 20 · 0 · n3 + 15 ·

(
− 1

30

)
· n2 + 6 · 0 · n1

}
=

1

6
n6 +

1

2
n5 +

5

12
n4 − 1

12
n2

いかがでしょうか？ 5ページ, 6ページに書いてある展開式と同じものが得られまし

たね.
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� �
べき乗和の公式やベルヌーイ数は, 300 年以上も前に発見されたものです. しか

し, ベルヌーイ数は現代の数学でも重要な対象として扱われています. また, べき

乗和
n∑

k=1

kp も現代数学の重要な研究対象の土台となっています. (興味のある人は

リーマンのゼータ関数という言葉を検索してみてください.)� �
ここまで, 数列について, まとまりのない話を幾つかしてきました. 面白い, つまらな

い, 感じ方はさまざまだと思います. 大学では皆さんがまだ知らない数学をたくさん学ぶ

ことができます. その中から自分が面白いと思ったものを見つけ, それについて徹底的に

勉強する経験を積んでいただければ幸いです.
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6 おまけ

まず最初に, 次の式で定義される数 B̃p を考えてみましょう.

babababababababababababababababab

B̃0 = 1 (6.1)

B̃p = − 1

p+ 1

p−1∑
k=0

p+1Ck · B̃k (p = 1, 2, 3, . . .) (6.2)

この数 B̃p もベルヌーイ数とよばれています. 第 5 節で導入した Bp と比較すると

p = 1 のときだけ

B1 =
1

2
, B1 = −1

2
, よって B1 ̸= B̃1

となっていて,

p ≥ 2 ならば Bp = B̃p

が成り立っています. (p = 2, 3, 4, 5 のときに計算して確かめてみてください.)

このベルヌーイ数 B̃p を使うと, 次のようなべき乗和の公式が得られます.

p を 0 または自然数とする. このとき

n−1∑
k=0

kp =
1

p + 1

p∑
k=0

p+1Ck · B̃k · np+1−k

が成り立つ.
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